TEORIA MEDIO ELASTICO

Ecuaciones de la Mecanica
Medio continuo deformable
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Consideramos que la Tierra es un medio elastico y continuo
sometido a fuerzas:

o Tension
o Deformacion
o Desplazamiento

Elementos constituyentes son funciones de las coordenadas
y del tiempo
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TENSOR DE TENSIONES (DE 2° ORDEN)
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Nos permite conocer el estado de tension de un cuerpo o regiéon
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Nos permite conocer el estado de tension de un cuerpo o regiéon
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ESFUERZOS PRINCIPALES

*Los esfuerzos normales y tangenciales en un punto variaran con la
direccion en cualquier sistema de coordenadas que se escoja.

Para cada punto de un cuerpo,

se pueden definir tres planos

perpendiculares entre si, en los que no actiian componentes de esfuerzo

de corte.
*Esto se llama sistema principal de

coordenadas
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ESFUERZOS PRINCIPALES

*Los esfuerzos normales y tangenciales en un punto variaran con la
direccion en cualquier sistema de coordenadas que se escoja.

Para cada punto de un cuerpo, se pueden definir tres planos
perpendiculares entre si, en los que no actiian componentes de esfuerzo
de corte.

*Esto se llama sistema principal de coordenadas

*Los esfuerzos mnormales que actian sobre estos planos se conocen
como esfuerzos normales principales.

*LLos planos sobre los cuales estos esfuerzos principales actilan se
conocen como planos principales.




Nuevo sistema de coordenadas tal que

) no haya esfuerzos de corte:
Y Sistema principal de coordenadas

X X'

PARA HALLAR ESTE NUEVO SISTEMA PRINCIPAL DE COORDENADAS
SE DEBE DIAGONALIZAR EL TENSOR DE TENSIONES
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Valores principales
de tension

La diagonalizacion es posible porque el tensor es simétrico .




La expresion que relaciona los esfuerzos aplicados con los
esfuerzos principales es:

L

G11-G Oy Gi3 n,
Gy9; Og99- G Ooyg n, = 0
G31 Gg39 O33-0 n,

J—

Donde ¢ es la magnitud del esfuerzo principal y n,, n,, n, son
los cosenos directores del vector unitario normal al plano
principal.

Para que haya una solucién el determinante de la matriz de los
coeficientes debe ser cero.

(normales) 6, 6, v 5. Son siempre reales y quedan

Las tres raices del polinomio ctbico son los esfuerzos ppales .
ordenadas de manera que ;> G,> G5
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Invariantes [ del tensor de tensiones
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Son 1nvariantes
porque son
independientes
del sistema de
coordenadas




El tensor de tensiones se puede expresar como la suma de un
tensor isotrépico y un tensor deviatorico
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co, 0 O G11-G¢g Oq9 Gi13

A
I

ij 0 oo O T Oy O92-0Cp Og3

0 0 o O31 O32 033" Op

J—

cy=1/3(c;+ oyt opp)

Llamamos < a los invariantes del tensor deviatorico




Deformaciones
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El tensor de las deformaciones &

caracteriza a las deformaciones sufridas

Deformaciones
normales

por el cuerpo cuando se le aplican

tensiones
Deformaciones
tangenciales
1(8u; Jdu;
o2\ 8x;  dx;

« Deformacion normal: respuesta del material a la aplicacion de la

tension. Se mide como el cambio relativo de longitud en la direccion
de aplicacion de la fuerza (lo aue se estira o se encoge)
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g; >0 extensién
g; <0 compresion




Interpretacion geométrica: deformaciéon volumeétrica.
La traza del tensor corresponde a la variacion del volumen
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Forma deformada

» Deformacion tangencial: mide cuando se distorsiona la forma al
aplicar una la tension de cortadura (la distorsion que sufre un angulo
que mlﬂalmente eran/2).

Distorsion o
cambio de forma
Variacion angular
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Deformacion plana

«  Supongamos el paralelogramo ABCD. Bajo
la accion de un campo de fuerzas, el
paralelogramo se deforma segun A'B'C'D".

*  Suponiendo desplazamientos pequeiios, los
desplazamientos relativos unitarios (por
unidad de longitud ) normales vendran dados
por:
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Deformacion plana

*+  Ademas del cambio de dimensiones, el
paralelogramo cambia de forma, por ej, el
angulo B’A’D’” era inicialmentede 90°.

* Los desplazamientos relativos unitarios
tangenciales miden este cambio de forma.

* Asi por ej, u,, mide el giro sufrido por el

segmento A’D’, inicialmente paralelo al eje
X:

, D'P
u, =dngulo D'A' P =arctan p

BO

u,, =dangulo B'A'Q=arctan




Deformaciones y direcciones principales

I. Representacion del tensor de deformaciones en las direcciones principales

g, 0
e, =10 g
0 0 gy

2. Invariantes I del tensor de deformaciones
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Tensiones hidrostaticas y deformaciones volumétricas

|as deformaciones producen no sdlo un cambio de volumen, si no también un cambio de
la forma del cuerpo. Un estado de tensiones, o, contiene una componente hidrostatica
Gy, (UE S€ expresa:

G_h = (E}_.TI + G__l'_l-' + |‘:'-':IT.'_“'.?)JI,r3

LLa componente hidrostatica de las tensiones produce sélo una deformacion volumétrica
del cuerpo que vendra dada por:
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Ley de Hooke

Parametros Elasticos

Esfuerzo

Regi6n eléstica

s
Deformacién



Considerando un cuerpo elastico la relaciéon entre las

tensiones y las deformaciones viene dada por la Ley de Hooke

;i = Ciju &x o;: tensor de tensiones
g: tensor de deformaciones

C;in: tensor elastico de 4° orden (81 comp)

Esta ecuacion establece la relacion lineal entre tension

y deformacion

Asumiendo:

- Simetria del tensor de tensiones

- Simetria del tensor de deformaciones
- Energia de deformacion

m) Parametros elasticos independientes: 81 a 21
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EN UN MEDIO ELASTICO, HOMOGENEO E ISOTROPO,
EL NUMERO DE PARAMETROS SE REDUCEA 2: A Y pu
(COEFICIENTES DE LAME), CON

Crkr, = MOy Ok, + n(Srk Oy, + O, 85k ),

QUEDANDO ASI EXPRESADA LA LEY DE HOOKE:

Opg= MOy €gx t+ 21 &1y (0= exg)

HOMOGENEO: PROPIEDADES FiSICAS IGUALES PARA CADA UNO DE LOS
PUNTOS DEL CUERPO
ISOTROPO: MISMAS PROPIEDADES FISICAS EN TODAS LAS DIRECCIONES




PARAMETROS O COEFICIENTES ELASTICOS

u: modulo (coeficiente) de rigidez o de corte: es una
medida de la resistencia del material al esfuerzo de corte

Madule de cizalla

M: GlJ/ Zgij

—
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PARAMETROS O COEFICIENTES ELASTICOS

E: médulo de Young: relacion entre la tension axial
aplicada y la deformacion longitudinal en la misma direccion

Mddulo de Young
E
E=0;,¢; I
L
AL
acero
o v
aluminio F

hueso

madera

Tension

Deformacion

E

Eacero > Ealuminio > Ehueso > Emadera




L : (o) relacion de Poisson: relacion entre la contraccion
lateral de un cilindro y la extensiéon longitudinal cuando se

aplica una tension en los extremos.

G — - & / 8jj varia entre 0 y 0.5




L : (o) relacion de Poisson: relacion entre la contraccion
lateral de un cilindro y la extensiéon longitudinal cuando se

aplica una tension en los extremos.

G — - & / gjj varia entre 0 y 0.5

K: médulo de volumen, de compresibilidad o de Bulk:
es la resistencia del material al cambio de volumen cuando se
lo somete a presion litostatica. Se define por la relacion entre
la presion ejercida y el cambio de volumen inducido

Madula de compresibilidad
K =-P/0 (0= ¢.) K
I




RELACIONES ENTRE MODULOS

_ u(BA+2u) — A K=A+2
E= 7 C = 20w ks

(En los fluidos ideales, K=1)

Unidades... 1Pa=1N/m?=1kgmls?
1 bar = 10° Pa
1 Kbar = 108 Pa =100 MPa
1 Mbar =10 Pa = 100 GPa

Para algunos materiales de La Tierra,
u = A (so6lido de Poisson), c = 0.25
y K=5/3 p.




Algunos valores.....

K(GPa) pn(GPa) A (GPa) o p (g/cm?)

Agua 2.1 0 2.1 0.5 1
Arenisca 17 6 13 0.34 1.9
Olivina 129 82 74 0.24 3.2

Para la corteza terrestre p es aproximadamente 3 x10!! dinas/cm?
y el modulo de Young E, considerando un sélido de Poisson, es 7.5x101!
dinas/cm?.
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